“心心”相通
      ——平面向量中有关三角形四心问题的常用解析方法

                                           福建省泉州七中赖呈杰 林景芳（362000）
      近年来，有关平面向量的考查中常出现与三角形四心（外心、内心、重心、垂心）有关的问题，这类问题的解决通常需要用到向量式的变形和化简，以及结合平面几何的有关知识，能较好地考查学生的数学能力和素质，而对相当大的一部分学生来说，此类的问题的解决较为困难，其根本原因在于对有关三角形四心的认识不深刻，对向量的变形及转化不熟练，本文通过对几道精选的例题加以分析，旨在揭示此类问题的规律和解题方法。
1、 与三角形“重心”有关的问题

三角形的重心是三角形三条中线的交点，三角形的顶点到该点的距离与该点到对边中点的距离之比为2：1。

例、已知
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分析：以OB、OC为邻边作平行四边形BOCE，则
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处，
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O是
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说明：本题的解题过程中，将相量移项，运用平行四边形法则，构造第三个量
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，由A、O、D共线，及AO=2OD得到O是重心。在解答过程中充分结合重心的性质是解题的关键所在。该结论是判断重心的一个常用结论，同样，若O是重心，同样可得
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例2已知O是平面上的一定点，A、B、C是平面上不共线的三个点，动点P满足
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，则动点P的轨迹一定通过
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分析：本题中比较典型是刮号中的式子较为繁杂，由
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与角B、C相对，由正弦定理得，
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，其中
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为BC边上中线所在向量，因此P过
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小结：本题中刮号内的化简至关重要，在化简中充分应用正弦定理是关键所在，化简中仍须紧扣向量的运算和几何意义及重心特点。
2、 与内心有关的问题

内心是三角形三条角平分线的交点，是解决与内心有关的向量问题的主要依据。
例3已知O是平面上的一定点，A、B、C是平面上不共线的三个点，动点P满足
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，则动点P的轨迹一定通过
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分析：式中
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同向的单位向量，
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[image: image39.wmf])

(

®

®

®

®

®

+

=

AC

AC

AB

AB

AP

l

，故P过
[image: image40.wmf]ABC

D

的内心。
小结：内心是角平分线的交点是解决本题的依据之一，然而对
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3、 与垂心有关的问题
垂心是三角心的三条高线的交点，与垂心有关的问题常要用到高线与对边的数量积为零这一特点。
例4已知O是平面上的一定点，A、B、C是平面上不共线的三个点，动点P满足
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，则动点P的轨迹一定通过
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解析：本题与例2十分相象，只是将分母中的正弦换为余弦，注意到式子中的分母AB边与BC边都与
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动点P的轨迹一定通过
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例5点O是
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所在平面内的一点，满足
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分析：对所给的条件化简由
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4、 与外心有关的问题

外心是三角形三边中垂线的交点，是三角形外接圆的圆心，到三个顶点的距离相等。

例6已知O是平面上的一定点，A、B、C是平面上不共线的三个点，动点P满足
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分析：本题与例4较为接近，设D为BC的中点，则
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化简得
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例7：在
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分析：由已知得
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同理可证，
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所在直线分别为BC边、CA边的中垂线，故O为
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小结：外心的特点决定了在处理与外心有关的向量问题时，须兼顾到数量积为0，及过各边的中点这一特点。

以上几个例题的解答都离不开向量的化简与变形，在化简与变形中又始终紧扣相关的几何性质，可以说这也是解决这一类问题的核心所在。
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