
对一道高考试题的再探究

彭耿铃

（福建省泉州市第七中学，３６２０００）

（２０１４年福建高考数学理科２０题）已知函数

ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ａｘ（ａ为常数）的图像与ｙ轴交于点
Ａ，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点Ａ处的切线斜率为－１．

（Ｉ）求ａ的值及函数ｆ（ｘ）的极值；
（ＩＩ）证明：当ｘ＞０时，ｘ２ ＜ｅｘ；
（ＩＩＩ）证明：对任意给定的正数ｃ，总存在ｘ０，

使得当ｘ∈ （ｘ０，＋∞），恒有ｘ２ ＜ｃｅｘ．
下面对此题的解题思路进行分析．
探究一　（Ｉ）∵ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ａｘ，∴ｆ′（ｘ）＝ｅｘ

－ａ．又ｆ′（０）＝１－ａ＝－１，得ａ＝２．∴ｆ（ｘ）＝
ｅｘ－２ｘ，ｆ′（ｘ）＝ｅｘ－２．令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝ｌｎ２．
当ｘ＜ｌｎ２时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）单调递减；当ｘ＞
ｌｎ２时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单调递增．∴ 当ｘ＝ｌｎ２
时，ｆ（ｘ）取得极小值，且极小值为ｆ（ｌｎ２）＝ｅｌｎ２－
２ｌｎ２＝２－ｌｎ４，ｆ（ｘ）无极大值．

（ＩＩ）令ｇ（ｘ）＝ｅｘ－ｘ２，则ｇ′（ｘ）＝ｅｘ－２ｘ，
由（Ｉ）得ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）≥ｆ（ｌｎ２）＞０，∴ｇ（ｘ）在
Ｒ上单调递增，又ｇ（０）＝１＞０，故当ｘ＞０时，

ｇ（ｘ）＞ｇ（０）＞０，即ｘ２ ＜ｅｘ．
（ＩＩＩ）由（ＩＩ）知：当ｘ＞０时，ｘ２ ＜ｅｘ，∴ｅｘ ＝
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２，因此，对任意给定的正数ｃ，总存在ｘ０，使

得当ｘ∈ （ｘ０，＋∞），恒有ｘ２ ＜ｃｅｘ．
事实上，解题中（ＩＩＩ）引入（ＩＩ）的结论，是近年

来高考创新型试题的一个显著特点，它有利于培
养学生的即时应用能力与创新意识，这应在平时
的学习过程中学生必须加以重视和应用！

探究二 　 （Ｉ）与探究一同；
（ＩＩ）要证明：当ｘ＞０时，ｘ２＜ｅｘ等价证明：当

ｘ＞０时，ｘ
２

ｅｘ ＜１．

令ｈ（ｘ）＝ｘ
２

ｅｘ
，则ｈ′（ｘ）＝２ｘ－ｘ

２

ｅｘ
（ｘ＞０），

∴ 当０＜ｘ＜２时，ｈ′（ｘ）＞０，ｈ（ｘ）单调递
增；当ｘ＞２时，ｈ′（ｘ）＜０，ｈ（ｘ）单调递减，∴当ｘ

＞０时，ｈ（ｘ）≤［ｈ（ｘ）］ｍａｘ＝ｈ（２）＝４ｅ２ ＜１
，∴当

ｘ＞０时，ｘ
２

ｅｘ ＜１
，即当ｘ＞０时，ｘ２ ＜ｅｘ．

（ＩＩＩ）对任意给定的正数ｃ，总存在ｘ０，使得当
ｘ∈（ｘ０，＋∞），恒有ｘ２＜ｃｅｘ 对任意给定的正

数ｃ，总存在ｘ０，使得当ｘ∈（ｘ０，＋∞）时，恒有ｘ
２

ｅｘ

＜ｃ．由（ＩＩ）可知：当０＜ｘ＜２时，ｈ（ｘ）单调递增；
当ｘ＞２时，ｈ（ｘ）单调递减，且ｈ（ｘ）≥０．故可知：

①当ｃ＞４ｅ２
时，∵ｈ（ｘ）≤［ｈ（ｘ）］ｍａｘ＝ｈ（２）＝４ｅ２

恒成立，∴存在ｘ０＝０使得命题成立；②当ｃ＝４ｅ２

时，∵ｈ（ｘ）≤４ｅ２
在ｘ∈（２，＋∞）恒成立，∴存在

ｘ０＝２使得命题成立；③当０＜ｃ＜４ｅ２
时，∵ｈ（ｘ）

在（２，＋∞）单调递减且ｈ（ｘ）∈（０，４ｅ２
），故必存在

ｘ０∈ （２，＋∞）使得ｈ（ｘ０）＝ｃ∈ （０，４ｅ２
），故当ｘ

∈ （ｘ０，＋∞），恒有ｘ
２

ｅｘ ＜ｃ．∴
存在ｘ０使得命题成

立．综上所述，命题成立．
探究三 　（Ｉ）与探究一同；
（ＩＩ）由高等数学中ｅｘ 的泰勒展开式ｅｘ ＝１＋

ｘ＋１２！ｘ
２＋１３！ｘ

３＋…．特别地，当ｘ＞０时，前面四

项１＋ｘ＋１２ｘ
２＋１６ｘ

３＞ｘ２．∴当ｘ＞０时，ｘ２＜

ｅｘ．
（ＩＩＩ）对任意给定的正数ｃ，总存在ｘ０，使得当

ｘ∈（ｘ０，＋∞）时，恒有ｘ２＜ｃｅｘ对任意给定的
正数ｃ，总存在ｘ０，使得当ｘ∈（ｘ０，＋∞）时，恒有
ｘ２
ｃ ＜ｅ

ｘ．由（ＩＩ）中ｅｘ 的泰勒展开式ｅｘ ＝１＋ｘ＋
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３＋…可知ｅｘ＞１６ｘ

３，取ｘ０＝６ｃ
，故当

ｘ＞ｘ０时，有ｘ
２

ｃ ＜
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ｘ．因此，对任意给定的正

数ｃ，总存在ｘ０，使得当ｘ∈（ｘ０，＋∞），恒有ｘ２＜
ｃｅｘ．

事实上，ｘ２＜ｃｅｘｘ
２

ｅｘ ＜ｃ
，而ｈ（ｘ）＝ｘ

２

ｅｘ
是一

个“∞
∞
”型无穷小量．由高等数学知识可知无穷小

量的极限定义为：ｃ＞０，ｘ０，使得当ｘ＞ｘ０时
有｜ｈ（ｘ）｜＜ｃ恒成立．这其实就是问题（ＩＩＩ）的表

述了．
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方程思想在一类最值问题中的应用

魏国兵

（江苏省南京市溧水区教育局教研室，２１１２００）

一、试题
题１　（２０１１年浙江理科卷１６题）设ｘ，ｙ为实数，

若４ｘ２＋ｙ２＋ｘｙ＝１，则２ｘ＋ｙ的最大值是 ．
题２　（２０１４年辽宁理科卷１６题）对于ｃ＞０，当

非零实数ａ，ｂ满足４ａ２－２ａｂ＋４ｂ２－ｃ＝０，且使

｜２ａ＋ｂ｜最大时，３ａ－
４
ｂ＋

５
ｃ
的最小值为 ．

作为填空题的“压轴题”，这两道试题的难度
都比较大，很多同学束手无策，通常处理最值问题
的方法（基本不等式、消元后转化为函数最值等）
均“失效”了．这两道问题的本质是一样的，都是以
一个二元二次方程为条件，解决“线性函数”的最
值（注：第 ２ 题中，可先将ｃ视为常数，解决

｜２ａ＋ｂ｜取最值时的条件 ———ａ、ｂ、ｃ的等量关

系，然后利用消元思想，将３
ａ－

４
ｂ＋

５
ｃ
转化为一元

函数，问题得到解决）．
二、解析
当常规思路受阻时，我们可以联想到以往在

学习线性规划时，处理线性二元函数的一种方法
——— 数形结合．我们可以将条件中的二元二次方
程视为一条曲线，将“线性函数”视为一条斜率固
定的动直线，则最值往往产生于直线与曲线“相

切”等极端位置，从而转化为方程思想处理．
题１的解 　 设２ｘ＋ｙ＝ｔ，联立方程组得

４ｘ２＋ｙ２＋ｘｙ＝１，

２ｘ＋ｙ＝ｔ｛ ，
消去ｙ得：４ｘ２＋（ｔ－２ｘ）２＋ｘ（ｔ－２ｘ）＝１，

整理得６ｘ２－３ｔｘ＋ｔ２－１＝０．
由题意知，方程有解，则Δ＝９ｔ２－２４（ｔ２－１）

≥０，解得ｔ２≤８５
，即－ 槡２　１０

５ ≤ｔ≤ 槡２　１０
５

，则２ｘ

＋ｙ的最大值为 槡２　１０
５ ．

题２的解 　 设２ａ＋ｂ＝ｔ，联立方程组

得
４ａ２－２ａｂ＋４ｂ２－ｃ＝０，

２ａ＋ｂ＝ｔ｛ ，
消去ｂ整理得：

２４ａ２－１８ａｔ＋４ｔ２－ｃ＝０．
由题意知，方程有解，Δ＝（－１８ｔ）２－４×２４×（４ｔ２

－ｃ）≥０，解得ｔ２≤ ８５ｃ
，因此ｔｍａｘ＝ ８

５槡ｃ，即｜２ａ＋

ｂ｜的最大值为 ８
５槡ｃ．此时，ａ＝－－１８ｔ２×２４＝

３
８ｔ
，ｂ＝ｔ

－２ａ＝ １４ｔ
，即２ａ＝３ｂ，代入原式得ｃ＝１０ｂ２．
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