2021-2022学年第一学期期末高二数学复习专题（立体几何与空间向量）答案

一、空间向量的有关概念与运算
1.【答案】A     2.【答案】D
解：设[image: latexImg]，故[image: latexImg]，[image: latexImg]，当[image: latexImg]时，向量数量积有最小值，此时[image: latexImg]．故选D．
3.【答案】C      4.【答案】BD 
[image: ]5.【答案】ACD解：因为以顶点A为端点的三条棱长均为6，且它们彼此的夹角都是，所以，，则，所以A错误；，所以B正确；显然为等边三角形，则．
因为，且向量与的夹角是，所以与的夹角是，所以C错误；
因为，所以，，
所以，所以D错误．故选ACD．
6．解析：单位向量分别为，，|a|＝6，|b|＝8，〈a，b〉＝120°，则a在b上的投影向量为|a|cos〈a，b〉＝＝－b，b在a上的投影向量为|b|cos〈a，b〉＝＝－a.答案：－b　－a
二、空间夹角
1．解析：选BCD　取BD的中点O，连接AO，CO.若将正方形ABCD沿对角线BD折成直二面角，则OA⊥BD，OC⊥BD，OA⊥OC，∴以O为原点，OC所在直线为x轴，OD所在直线为y轴，OA所在直线为z轴，建立如图所示的空间直角坐标系．



















2.答案：　
3.【答案】C解：设正方体的棱长为2，以D为原点，DA所在直线为x轴，DC所在直线为y轴，所在直线为z轴，建立空间直角坐标系，则，，，，，，
[image: ]，，，
设平面的法向量，则取，
得，则， 对于，因为，则令，则的对称轴为，故在上单调递减，又在上单调递减，根据复合函数的单调性可知，在上单调递增，故[image: {\rm \sin}α= \dfrac{ \sqrt{3}}{3}· \sqrt{ \dfrac{1}{1+ \dfrac{6}{\left(a-4\right)}+ \dfrac{14}{{\left(a-4\right)}^{2}}}}]
在上单调递减，当时，取最小值为，当时，取最大值，所以的取值范围是．故选C．
4.[解]　(1)如图，以A为原点，BC边上的高所在直线为x轴，平行于BC的直线为y轴，AA1所在直线为z轴，建立空间直角坐标系Axyz，∵A1A＝4，∴A1(0,0,4)．
[image: ]∵∠BAC＝60°，AB＝AC＝2，∴B(，－1,0)，C(，1,0)，C1(，1，4)．
∵D是BC1上的点且BD＝DC1，∴D(，0,2)．设＝λ，则F(0,0,4λ)，∴＝(－，0,4λ－2)，∵DF∥平面ABC，平面ABC的一个法向量为(0,0,1)，
∴4λ－2＝0，即λ＝，∴的值为1.
(2)设＝m AA1，则F(0,0,4m)，＝(－，1,4m)，＝(0,2,4)．
设平面BFC1的法向量为n＝(x，y，z)，则
令z＝，则n＝(4m－2，－2，)．∵＝＝(，1,0)，直线A1C1与平面BFC1所成角的正弦值为，∴＝，解得m＝，∴的值为.
5.[证明]　(1)因为平面FNH⊥平面NHG，平面FNH∩平面NHG＝NH，又NH⊥FH，FH⊂平面FHN，
所以FH⊥平面NHG，又NG⊂平面NHG，所以FH⊥NG.
(2)以点O2为坐标原点，分别以O2G，O2E，O2O1所在直线为x轴、y轴、z轴，建立如图所示的空间直角坐标系，则N(0，－1,2)，G(1,0,0)，F(0,1,2)．设










[image: ]H(m，n,2)(由图知m>0)， 令x2＝1，即n2＝.设平面NHG与平面MNFE的夹角为θ.因为平面MNFE的一个法向量n3＝(1,0,0)，
所以cos θ＝＝<，
所以平面NHG与平面MNFE的夹角大于.
三、空间距离
[image: ]1.解析：选B　过点B作BE⊥A1C，垂足为E，设点E的坐标为(x，y，z)，
由题意知A1(0,0,3)，B(1,0,0)，C(1,2,0)，故＝(1,2，－3)，＝(0,2,0)，
对应的单位向量u＝，所以点B到A1C的距离为＝ ＝.
[image: ]2.解析：选D　面D1EF的法向量为n＝(x，y，z)，则令x＝1，得n＝(1,0,2)，则平面D1EF的一个法向量为(1,0,2)，∴点G到平面D1EF的距离为＝＝.故选D.
[image: ]3.解析：选C　  4．解析：C　以D为坐标原点，DA，DC，DD1所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立如图所示的空间直角坐标系，则A(2,0,0)，C(0,2,0)，C1(0,2,4)，则可设P(0，t,2t)，t∈[0,2]，Q(2－m，m,0)，m∈[0,2]，∴PQ＝＝，当且仅当5t＝m＝时，PQ取得最小值，故选C.
[image: ]5.【答案】A解：取上靠近的四等分点为E，连接DE，当点F在DE上时，平面，证明如下：因为直三棱柱中，侧棱长为2，，，点D是的中点，所以平面，所以．以为坐标原点，，，分别为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系，所以0，，1，，，1，，即1，，，此时，即．又，DE，平面，所以平面，故当F在DE上时，平面，很明显，当E，F重合时，线段最长，此时．选A．
四、综合题
[image: ]1.【答案】AD解： B项，[image: latexImg]是三棱柱外接球的直径，所以三棱柱外接球的表面积为[image: latexImg][image: latexImg]，所以B项错误；因为[image: latexImg]，所以异面直线[image: latexImg]与[image: latexImg]所成角为[image: latexImg]．在[image: latexImg]中，[image: latexImg]，[image: latexImg]，所以[image: latexImg]，所以C项错误；
二面角[image: latexImg]即二面角[image: latexImg]，以A为坐标原点，以，，的方向分别为x，y，z轴的正方向建立空间直角坐标系，
如图，则[image: latexImg]，，，，设平面[image: latexImg]的法向量，得；设平面[image: latexImg]的一个法向量为，得，故二面角[image: latexImg]的余弦值为[image: latexImg]，所以D项正确．故选AD．
[image: ]2.【答案】AB解：对于A，以A为坐标原点建立空间坐标系，如图所示：
，则0，，4，，2，，，
，，又，、平面， 
平面，故A正确
[image: ]对于B，如图取是我中点为G，连接，GE，则且，
可知 ，，，，G，E共面，等腰梯形即为截面，
截面梯形的面积为，故B正确
对于C，在正方体中，， 平面， 平面，
对于D，设外接球的球心为O，过O作，垂足为，
[image: ]则为圆心，为半径的圆是过AE面积最小的截面圆，
则2，，设，，4，，
，解得，则
故截面圆的最小面积为 ，故D错误．故选：AB．
[image: ]3.【答案】AC解：对于A选项，以点D为坐标原点，DA 、DC 、所在直线分别为x 、y 、z轴建立空间直角坐标系，则点、、设点，平面，则为平面的一个法向量，且，，，故A选项正确；
对于B选项，，周长为．
正六边形EFQNGH 的周长为，面积为，
[image: ]则的面积小于正六边形EFQNGH 的面积，它们的周长相等，B选项错误；
对于C选项，设平面交棱于点，点，，
平面，平面，，即，得，
，所以，点E 为棱的中点，
同理可知，点F 为棱的中点，则，，而，
[image: ]，[image: ∴EF{ \rm{ / } }{ \rm{ / } }DB ]且，由空间中两点间的距离公式可得，，，所以，四边形BDEF 为等腰梯形，C选项正确；
[image: ]对于D选项，将矩形与矩形延展为一个平面，如下图所示：若最短，则A 、M 、N 三点共线，[image: \because CC_{ 1 } { \rm{ / } }{ \rm{ / } }DD_{ 1 } ]，，，所以，点M不是棱的中点，D选项错误．故选AC．
  



4.【答案】ACD解：对于A，当时，三棱锥的体积等于三棱锥的体积，因为面，所以E到面的距离为定值，可得三棱锥的体积为定值，故A正确；对于B，当时，F为BC的中点，在正方体中，易得平面，
平面，则，所以不可能有，则不存在使得平面，B错；对于C，当时，E为线段AB的中点，则点A，B到平面的距离相等，故C正确；
对于D，以D为原点，DA、DC、所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立空间直角坐标系，
则0，，1，，设，则m，，1，，从而1，，，，，故D正确；故选：ACD．

【利用空间向量解决探索性问题】





5.解：如图，以A为原点建立空间直角坐标系，则A1（0，0，1），B1（1，0，1）， M（0，1，），N（，0） ，，C



（1）∵，∴A1
C1
B1
M
B
A
P
x
y
z


∴无论取何值，AM⊥PN  

（2）∵（0，0，1）是平面ABC的一个法向量。


∴sinθ=|cos<|=




∴当＝时，θ取得最大值，此时sinθ=,cosθ=,tanθ=2N



答：当＝时，θ取得最大值，此时tanθ=2


（3）设存在，，设是平面PMN的一个法向量。




则得令x=3，得y=1+2,z=2-2

∴



∴|cos<>|=化简得4


∵△＝100-4413＝-108<0；∴方程（*）无解
∴不存在点P使得平面PMN与平面ABC所成的二面角为30º

[image: ]
【立体几何中的作图问题】







6.
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]





【翻折问题（平面-立体）、最值问题】
[image: 理数19]



7．（Ⅰ）证明：∵　菱形的对角线互相垂直，∴，∴，


∵  ，∴．                           







∵　平面⊥平面，平面平面，且平面，





∴　平面,  ∵  平面，∴　.                                     



∵  ，∴　平面. 


（Ⅱ）如图，以为原点，建立空间直角坐标系.



（ⅰ）设 因为，所以为等边三角形，





故，.又设，则，.




所以，，，故 ，

所以，




当时，. 此时，


由（Ⅰ）知，平面

所以. 


（ⅱ）设点的坐标为，





由（i）知，，则，，，.


[image: ]所以，，

∵，　





∴． ∴，   ∴．    



设平面的法向量为，则．



∵，，∴　，




取，解得：， 所以. 



设直线与平面所成的角， 


∴．




又∵∴．∵，∴．



因此直线与平面所成的角大于，即结论成立．




[bookmark: _GoBack][image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]【动点、取值范围】

8.（I）证明：在梯形中， 


∵ ,，



∠＝，∴      

∴ 



∴   ∴　⊥              








∵  平面⊥平面,平面∩平面,平面


∴  ⊥平面                …………………6分





[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]（II）[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]解法一：由（I）可建立分别以直线为的如图所示空间直角坐标系，令，则，

∴     …………8分

设为平面MAB的一个法向量，


由得


  取，则，…………10分

  ∵　是平面FCB的一个法向量
        

 ∴　………12分




 ∵        ∴　当时，有最[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]小值，




 当时，有最大值。   ∴   …………………14分





















2021-2022学年第一学期期末高二数学复习专题
（立体几何与空间向量）
【知识梳理】
一、空间向量的概念及运算：空间向量可以看作是平面向量的推广，有许多概念和运算与平面向量是相同的，如模、零向量、单位向量、相等向量、相反向量等概念，加法的三角形法则和平行四边形法则，减法的几何意义，数乘运算与向量共线的判断、数量积运算、夹角公式、求模公式等等；向量的基底表示和坐标表示是向量运算的基础．
1.向量数量积的应用技巧
(1)求夹角：设向量a，b所成的角为θ，则cos θ＝，进而可求两异面直线所成的角．
(2)求长度(距离)：运用公式|a|2＝a·a，可将线段长度的计算问题转化为向量数量积的计算问题．
[提醒]　求向量夹角，必须特别关注两向量的方向，注意向量夹角与异面直线所成角的区别．　　
2.用基底表示任一向量的方法
(1)线性运算法：用基底表示空间向量，一般要用到向量的加法、减法、数乘的运算法则，尤其是向量加法的平行四边形法则，向量加法、减法的三角形法则及向量的一些代数运算，将所求向量逐步向基向量过渡，直到全部用基向量表示．
(2)待定系数法：利用待定系数法解决有关问题时，先利用未知系数确定向量的线性表示，再根据空间向量基本定理建立对应系数之间的关系，将问题转化为方程(组)问题求解．　　
3.利用向量数量积判断或证明线线、线面垂直的思路
(1)由数量积的性质a⊥b⇔a·b＝0(a，b≠0)可知，要证两直线垂直，可分别构造与两直线平行的向量，只要证明这两个向量的数量积为0即可．
(2)用向量法证明线面垂直，离不开线面垂直的判定定理，需将线面垂直转化为线线垂直，然后利用向量法证明线线垂直即可．　
[bookmark: topic_a3747fbc-0a43-4e86-94bf-d35b4e1f1e][bookmark: topic_9b145bdd-884a-4f12-a89e-178a536929]二、空间夹角及距离
1．距离：空间中的距离是立体几何的重要内容，其内容主要包括：点点距，点线距，点面距，线线距，线面距，面面距.其中重点是点点距、点线距、点面距以及两异面直线间的距离．求距离的重点在点到平面的距离，直线到平面的距离和两个平面的距离可以转化成点到平面的距离，一个点到平面的距离也可以转化成另外一个点到这个平面的距离.

求距离的一般方法和步骤：应用各种距离之间的转化关系和“平行移动”的思想方法，把所求的距离转化为点点距、点线距或点面距求之，其一般步骤是：①找出或作出表示有关距离的线段；②证明它符合定义；③归到解某个三角形．若表示距离的线段不容易找出或作出，可用体积等积法计算求之.  设斜线段向量a，平面的法向量b，则.
2．夹角：空间中的各种角包括异面直线所成的角，直线与平面所[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]成的角和二面角，要理解各种角的概念定义和取值范围，其范围依次为[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]0°，90°[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]、[0°，90°]和[0°，180°].
（1）两条异面直线所成的角
求法：①先通过其中一条直线或者两条直线的平移，找出这两条异面直线所成的角，然后通过解三角形去求得；②通过两条异面直线的方向量所成的角来求得，但是注意到异面直线所成角得范围是[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]，向量所成的角范围是[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]，如果求出的是钝角，要注意转化成相应的锐角.
设两条异面直线a，b的方向向量为a，b，其夹角为θ，则cos φ＝|cos θ|＝(其中φ为异面直线a，b所成的角)．
（2）直线和平面所成的角：求法：“一找二证三求”，三步都必须要清楚地写出来.除特殊位置外，主要是指平面的斜线与平面所成的角，根据定义采用“射影转化法”.
设直线l的方向向量为e，平面α的法向量为n，直线l与平面α所成的角为φ，两向量e与n的夹角为θ，则有sin φ＝|cos θ|＝.
（3）二面角的度量是通过其平面角来实现的
解决二面角的问题往往是从作出其平面角的图形入手，所以作二面角的平面角就成为解题的关键.通常的作法有：（Ⅰ）定义法；（Ⅱ）利用三垂线定理或逆定理；（Ⅲ）自空间一点作棱垂直的垂面，截二面角得两条射线所成的角，俗称垂面法．此外，当作二面角的平面角有困难时，可用射影面积法解之，cos α＝[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]，其中S 为斜面面积，S′为射影面积，α为斜面与射影面所成的二面角.  求二面角的大小：①如图①，AB，CD是二面角α－l－β的两个面内与棱l垂直的直线，则二面角的大小θ＝〈，〉．
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]
②如图②③，n1，n2分别是二面角α－l－β的两个半平面α，β的法向量，则二面角的大小θ＝〈n1，n2〉(或π－〈n1，n2〉)．
利用平面的法向量求二面角的大小时，二面角是锐角或钝角由图形决定．由图形知二面角是锐角时cos θ＝；由图形知二面角是钝角时，cos θ＝－.当图形不能确定时，要根据向[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试题试卷、教案、课件、教学论文、素材等各类教学资源库下载，还有大量丰富的教学资讯！]量坐标在图形中观察法向量的方向，从而确定二面角与向量n1，n2的夹角是相等(一个平面的法向量指向二面角的内部，另一个平面的法向量指向二面角的外部)，还是互补(两个法向量同时指向二面角的内部或外部)．
【典例精讲】
一、空间向量的有关概念与运算
1.已知平面内两向量1，，2，，若为平面的法向量且，则m，n的值分别为    
A. ，2	B. 1，	C. 1，2	D. ，
【答案】A
【解析】本题考查空间向量的数量积运算，平面法向量的定义，属基础题．
首先用m，n表示，由为平面的法向量，得到，进而由数量积的坐标运算得解．
解：，，，
，
又，是平面内的两向量，为平面的法向量，
，解得．故选A．  
[bookmark: topic_c0706a1c-e635-4a04-b936-5492d905cb]2.已知点M在直线OC上运动当取最小值时，点M的坐标为       
A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】D
【分析】本题主要考查了空间向量的共线定理及数量积运算，解题的关键是由点M在直线OC上得M的坐标．
可先设[image: latexImg]，由点M在直线OC上可得，则由向量的数量积的坐标表示可得，根据二次函数的性质可求，取得最小值时的，进而可求M的坐标．
解：设[image: latexImg]，即[image: latexImg]，故[image: latexImg]，

[image: latexImg]，
当[image: latexImg]时，向量数量积有最小值，此时[image: latexImg]．故选D．
3.下面命题正确的个数是
若，则与，共面；若[image: \overrightarrow{{\rm MP}\;}=2\overrightarrow{MA}{\rm +}3\overrightarrow{MB}]，则共面；
若[image: \overrightarrow{{\rm OA}\;}+\overrightarrow{OB} +\overrightarrow{OC}+\overrightarrow{OD}{\rm =}\overrightarrow{0}]，则共面；
若[image: \overrightarrow{{\rm OP}}{\rm =} \dfrac{1}{2}\overrightarrow{{\rm OA}}{\rm +} \dfrac{5}{6}\overrightarrow{{\rm OB}}{\rm -} \dfrac{1}{3}\overrightarrow{{\rm OC}}\;]，则共面；
A. 1	B. 2	C. 3	D. 4
【答案】C
【解析】本题考查了向量共面的定理的应用，属于中档题．根据空间向量共面定理，结合图形解决即可．
解：由空间向量共面定理可得，若，则与，共面，此命题正确；
由空间向量共面定理得：若[image: \overrightarrow{{\rm MP}\;}=2\overrightarrow{MA}{\rm +}3\overrightarrow{MB}]，则共面，此命题正确；
如图，在正方体中，，
[image: ]若[image: \overrightarrow{{\rm OA}\;}+\overrightarrow{OB} +\overrightarrow{OC}+\overrightarrow{OD}{\rm =}\overrightarrow{0}]，则显然此时不共面，此命题错误；
若[image: \overrightarrow{{\rm OP}}{\rm =} \dfrac{1}{2}\overrightarrow{{\rm OA}}{\rm +} \dfrac{5}{6}\overrightarrow{{\rm OB}}{\rm -} \dfrac{1}{3}\overrightarrow{{\rm OC}}\;]，[image: ∴\overrightarrow{{\rm OP}}= \dfrac{1}{2}(\overrightarrow{{\rm OP}}+\overrightarrow{{\rm PA}})+ \dfrac{5}{6}(\overrightarrow{{\rm OP}}+\overrightarrow{{\rm PB}})- \dfrac{1}{3}(\overrightarrow{{\rm OP}}+\overrightarrow{{\rm PC}})]，，
则共面，此命题正确．故选C．
[bookmark: topic_0f01aa46-1273-46ff-bb1e-755707835e]4.（多选）设是空间的一组基底，则下列结论正确的是       
A. 可以为任意向量；B. 对空间任一向量，存在唯一有序实数组y，，使
C. 若，，则；D. 可以作为构成空间的一组基底
【答案】BD
【解析】本题考查了空间向量的基本定理及应用，共线与共面向量定理及应用和空间向量的加减运算及数乘运算，属于中档题．
利用基底的概念对A进行判断，再利用空间向量的基本定理对B进行判断，利用空间向量的坐标运算，令对C进行判断，再利用共面向量定理和空间向量的基本定理，结合空间向量的加减运算及数乘运算，对D进行判断，从而得结论．
解：[image: \{ \overrightarrow{a}{\rm ,}\overrightarrow{b}{\rm ,}\overrightarrow{c} \}]是空间的一组基底．对于A、[image: \overrightarrow{a}{\rm ,}\overrightarrow{b}{\rm ,}\overrightarrow{c}]是不共面的三个向量，因此A不正确；
对于B、对空间任一向量，存在唯一有序实数组y，，使[image: \overrightarrow{p}{\rm =}x\overrightarrow{a}{\rm +}y\overrightarrow{b}{\rm +}z\overrightarrow{c}]，因此B正确；
对于C、比如，满足，[image: \overrightarrow{b}{\rm ⊥}\overrightarrow{c}]，但与不垂直，因此C不正确；
对于D、设[image: \overrightarrow{a}{\rm +}2\overrightarrow{b}=x\left(\overrightarrow{b}{\rm +}2\overrightarrow{c}\right)+y\left(\overrightarrow{c}{\rm +}2\overrightarrow{a}\right)\left(x,y∈R\right)]，
则[image: \overrightarrow{a}{\rm +}2\overrightarrow{b}=x\left(\overrightarrow{b}{\rm +}2\overrightarrow{c}\right)+y\left(\overrightarrow{c}{\rm +}2\overrightarrow{a}\right)=2y\overrightarrow{a}+x\overrightarrow{b}+\left(2x+y\right)\overrightarrow{c}]，因此，无解，
因此[image: \overrightarrow{a}{\rm +}2\overrightarrow{b}]，[image: \overrightarrow{b}{\rm +}2\overrightarrow{c}]，[image: \overrightarrow{c}{\rm +}2\overrightarrow{a}]不共面，
[image: ]所以[image: \{ \overrightarrow{a}{\rm +}2\overrightarrow{b} , \overrightarrow{b}{\rm +}2\overrightarrow{c} , \overrightarrow{c}{\rm +}2\overrightarrow{a} \}]可以作为构成空间的一组基底，因此D正确．
故选BD．
[bookmark: topic_b81aa282-76f6-472d-85ed-e37bbb14b2]5.（多选）如图，一个结晶体的形状为平行六面体，其中，以顶点A为端点的三条棱长均为6，且它们彼此的夹角都是，下列说法中不正确的是    
A.                        B. 
C. 向量与的夹角是     D. 与AC所成角的余弦值为
【答案】ACD
【分析】本题考查利用空间向量求长度、夹角、判断垂直等应用，考查空间向量的基本定理，属于中档题．应用空间向量的基本定理，选取向量为基底，
由图可知：，利用即可判断
将用基底表示出来，再利用数量积的运算求解即可判断
由几何体的性质得出夹角即可判断由数量积的运算及夹角公式可判断D．
解：因为以顶点A为端点的三条棱长均为6，且它们彼此的夹角都是，
所以，

，则，所以A错误；
，所以B正确；
显然为等边三角形，则．
因为，且向量与的夹角是，所以与的夹角是，所以C错误；
因为，
所以，
，
所以，所以D错误．
故选ACD．
6．已知向量a，b，|a|＝6，|b|＝8，〈a，b〉＝120°，则a在b上的投影向量为______，b在a上的投影向量为________．
解析：由题可得与向量a，b同方向的单位向量分别为，，|a|＝6，|b|＝8，〈a，b〉＝120°，根据投影向量的定义，则a在b上的投影向量为|a|cos〈a，b〉＝＝－b，b在a上的投影向量为|b|cos〈a，b〉＝＝－a.答案：－b　－a
二、空间夹角
[bookmark: topic_cdb65f7a-2899-4c0d-8d66-03f4155b19]1．（多选）若将正方形ABCD沿对角线BD折成直二面角，则下列结论正确的有(　　)
A．AD与BC所成的角为45°；            B．AC与BD所成的角为90°
C．BC与平面ACD所成角的正弦值为；  D．平面ABC与平面BCD的夹角的正切值是
解析：选BCD　取BD的中点O，连接AO，CO.若将正方形ABCD沿对角线BD折成直二面角，则OA⊥BD，OC⊥BD，OA⊥OC，
[image: ]∴以O为原点，OC所在直线为x轴，OD所在直线为y轴，OA所在直线为z轴，建立如图所示的空间直角坐标系．
[image: ]
[image: ]
[image: ][image: ]
2.如图，在三棱锥S­ABC中，SA＝SB＝SC，且∠ASB＝∠BSC＝∠CSA＝，M，N分别是AB和SC的中点，则异面直线SM与BN所成角的余弦值为______，直线SM与平面SAC所成角的大小为______．
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]答案：　
3.如图，在正方体中，点O为线段BD的中点．设点P在线段上，直线OP与平面所成的角为，则的取值范围是
A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】C
【解析】本题考查了直线与平面所成角，利用空间向量求线面夹角，求函数最值，属于拔高题．
先建立空间直角坐标系，得到，，[image: \overrightarrow{{\rm OP}}=(a-1,1,2)]，再求出平面的法向量，代入直线与平面夹角公式，即可求出的取值范围．
解：设正方体的棱长为2，以D为原点，DA所在直线为x轴，DC所在直线为y轴，所在直线为z轴，建立空间直角坐标系，则，，，，，，
，，，
设平面的法向量，则
取，得，
则， 
对于，因为，则令，
则的对称轴为，故在上单调递减，
又在上单调递减，
根据复合函数的单调性可知，在上单调递增，
故[image: {\rm \sin}α= \dfrac{ \sqrt{3}}{3}· \sqrt{ \dfrac{1}{1+ \dfrac{6}{\left(a-4\right)}+ \dfrac{14}{{\left(a-4\right)}^{2}}}}]在上单调递减，
当时，取最小值为，当时，取最大值，
所以的取值范围是．故选C．
[bookmark: topic_d1215b28-2ca1-496e-8170-b94a62a0fb]4.如图，在直三棱柱ABC­A1B1C1中，A1A⊥平面ABC，∠BAC＝60°，A1A＝4，AB＝AC＝2.F为棱AA1上的动点，D是BC1上的点且BD＝DC1.
(1)若DF∥平面ABC，求的值；
(2)当的值为多少时，直线A1C1与平面BFC1所成角的正弦值为？
[image: ][解]　(1)如图，以A为原点，BC边上的高所在直线为x轴，平行于BC的直线为y轴，AA1所在直线为z轴，建立空间直角坐标系Axyz，
∵A1A＝4，∴A1(0,0,4)．
∵∠BAC＝60°，AB＝AC＝2，
∴B(，－1,0)，C(，1,0)，C1(，1，4)．
∵D是BC1上的点且BD＝DC1，∴D(，0,2)．
设＝λ，则F(0,0,4λ)，∴＝(－，0,4λ－2)，
∵DF∥平面ABC，平面ABC的一个法向量为(0,0,1)，
∴4λ－2＝0，即λ＝，∴的值为1.
(2)设＝m AA1，则F(0,0,4m)，＝(－，1,4m)，＝(0,2,4)．
设平面BFC1的法向量为n＝(x，y，z)，则
令z＝，则n＝(4m－2，－2，)．
∵＝＝(，1,0)，直线A1C1与平面BFC1所成角的正弦值为，∴＝，解得m＝，∴的值为.
[image: ]5.如图，在圆柱W中，点O1，O2分别为上、下底面的圆心，平面MNFE是轴截面，点H在上底面圆周上(异于点N，F)，点G为下底面圆弧ME的中点，点H与点G在平面MNFE的同侧，圆柱W的底面半径为1，高为2.
(1)若平面FNH⊥平面NHG，求证：NG⊥FH；
(2)若直线NH与平面NFG所成线面角α的正弦值等于，求证：平面NHG与平面MNFE的夹角大于.
[证明]　(1)因为平面FNH⊥平面NHG，平面FNH∩平面NHG＝NH，又NH⊥FH，FH⊂平面FHN，
所以FH⊥平面NHG，又NG⊂平面NHG，所以FH⊥NG.
(2)以点O2为坐标原点，分别以O2G，O2E，O2O1所在直线为x轴、y轴、z轴，建立如图所示的空间直角坐标系，[image: ]则N(0，－1,2)，G(1,0,0)，F(0,1,2)．
设H(m，n,2)(由图知m>0)，
[image: ] 
[image: ]
[image: ]
令x2＝1，即n2＝.设平面NHG与平面MNFE的夹角为θ.
因为平面MNFE的一个法向量n3＝(1,0,0)，所以cos θ＝＝<，
所以平面NHG与平面MNFE的夹角大于.
三、空间距离
[bookmark: topic_3db02ce6-28a5-484e-b9ec-bfa4f6b988][image: ]1.如图所示，在空间直角坐标系中有长方体ABCD­A1B1C1D1，AB＝1，BC＝2，AA1＝3，则点B到直线A1C的距离为(　　)
A.     B．      C.     D．1
解析：选B　过点B作BE⊥A1C，垂足为E，设点E的坐标为(x，y，z)，
由题意知A1(0,0,3)，B(1,0,0)，C(1,2,0)，故＝(1,2，－3)，＝(0,2,0)，
对应的单位向量u＝，
所以点B到A1C的距离为＝ ＝.
[image: ]2.在棱长为2的正方体ABCD­A1B1C1D1中，E，F分别为棱AA1，BB1的中点，G为棱A1B1上的一点，且A1G＝λ(0＜λ＜2)，则点G到平面D1EF的距离为(　　)
A．2      B．     C.    	D．
解析：选D　以D为原点，，，的方向分别为x轴、y轴、z轴正方向，建立如图所示的空间直角坐标系，则G(2，λ，2)，D1(0,0,2)，E(2,0，1)，F(2,2,1)，因此＝(－2,0,1)，＝(0,2,0)，＝(0，λ，1)．
[image: ]设平面D1EF的法向量为n＝(x，y，z)，则
令x＝1，得n＝(1,0,2)，则平面D1EF的一个法向量为(1,0,2)，
∴点G到平面D1EF的距离为＝＝.故选D.
3.如图，已知长方体ABCD­A1B1C1D1中，A1A＝5，AB＝12，则直线B1C1到平面A1BCD1的距离是(　　)
[image: ]A．5    B．8    C. 	D．
解析：选C　以D为坐标原点，，，的方向分别为x，y，z轴的正方向建立如图所示的空间直角坐标系，
则C(0,12,0)，D1(0,0,5)．设B(x,12,0)，B1(x,12,5)(x≠0)．设平面A1BCD1的法向量为n＝(a，b，c)，由n⊥，n⊥，得n·＝(a，b，c)·(－x,0,0)＝－ax＝0，n·＝(a，b，c)·(0，－12，5)＝－12b＋5c＝0，所以a＝0，b＝c，所以可取n＝(0,5,12)．又＝(0,0，－5)，所以点B1到平面A1BCD1的距离为＝. 因为B1C1∥平面A1BCD1，所以B1C1到平面A1BCD1的距离为.
4．在正四棱柱ABCD­A1B1C1D1中，AA1＝4，AB＝BC＝2，动点P，Q分别在线段C1D，AC上，则线段PQ长度的最小值是(　　)
[image: ]A.　　  B．    C.　　	D．
解析：选C　以D为坐标原点，DA，DC，DD1所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立如图所示的空间直角坐标系，则A(2,0,0)，C(0,2,0)，C1(0,2,4)，则可设P(0，t,2t)，t∈[0,2]，Q(2－m，m,0)，m∈[0,2]，∴PQ＝＝，当且仅当5t＝m＝时，PQ取得最小值，故选C.
[bookmark: topic_096ec12f-95ef-4b97-9287-8b50b617de][image: ]5.如图，直三棱柱中，侧棱长为2，，，点D是的中点，F是侧面含边界上的动点要使平面，则线段的长的最大值为     
A.    B.    C.     D. 
【答案】A
【分析】本题考查线段长的最大值的求法，考查利用空间向量证明线线垂直，考查运算求解能力，属于拔高题．取上靠近的四等分点为E，连接DE，当点F在DE上时，平面，以为原点，为x轴，为y轴，为z轴，建立空间直角坐标系，利用向量法即可证明，由此可证平面，即可得解．
解：取上靠近的四等分点为E，连接DE，当点F在DE上时，平面，
证明如下：因为直三棱柱中，
[image: ]侧棱长为2，，，点D是的中点，
所以平面，所以．
以为坐标原点，，，分别为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系，所以0，，1，，，1，，即1，，，此时，即．
又，DE，平面，所以平面，
故当F在DE上时，平面，很明显，当E，F重合时，线段最长，此时．故选A．
四、综合题
[bookmark: topic_a1d78a97-2991-46e0-9a04-8c814c618e][image: ]1.如图，在直三棱柱中，，，点D，E分别是线段BC，上的动点不含端点，且则下列说法正确的是    
A. 平面；B. 该三棱柱的外接球的表面积为
C. 异面直线与所成角的正切值为；D. 二面角的余弦值为
【答案】AD
【分析】本题考查线面平行的判定、球的表面积、异面直线所成角，利用空间向量求二面角，属于较难题．
根据题意得到[image: latexImg]，利用平行的判定A选项；确定三棱柱外接球的直径，再计算球的的表面积即可判定B选项；确定异面直线[image: latexImg]与[image: latexImg]所成角为[image: latexImg]，再计算正切值即可判定C选项；建立空间直角坐标系，利用空间向量求二面角的余弦值即可．
解：在直三棱柱[image: latexImg]中，四边形[image: latexImg]是矩形，
因为[image: latexImg]，所以[image: latexImg]，
因为[image: latexImg]不在平面[image: latexImg]内，[image: latexImg]平面[image: latexImg]，所以[image: latexImg]平面[image: latexImg]，A项正确；
因为[image: latexImg]，所以，
因为[image: latexImg]，所以，所以，
连接，，设其交点为O，连接OA，，，，
由直棱柱的性质知平行四边形是矩形，
，
又平面ABC，[image: latexImg]平面，则平面平面，
又平面平面，，则平面，
又平面，则，则是直角三角形，又O为的中点，则，
同理，在直角三角形中，，
综上所述，，则O为直三棱柱外接球的球心，
则[image: latexImg]是三棱柱外接球的直径，
所以三棱柱外接球的表面积为[image: latexImg][image: latexImg]，所以B项错误；
因为[image: latexImg]，所以异面直线[image: latexImg]与[image: latexImg]所成角为[image: latexImg]．
在[image: latexImg]中，[image: latexImg]，[image: latexImg]，所以[image: latexImg]，所以C项错误；
二面角[image: latexImg]即二面角[image: latexImg]，
以A为坐标原点，以，，的方向分别为x，y，z轴的正方向建立空间直角坐标系，

[image: ]如图，则[image: latexImg]，
，，，
设平面[image: latexImg]的法向量，，即
令[image: latexImg]可得；
设平面[image: latexImg]的一个法向量为，则，即
令可得，故二面角[image: latexImg]的余弦值为[image: latexImg]，所以D项正确．
故选AD．
[bookmark: topic_29df15b7-0eb6-47f5-a31d-eab33d5dbb]2.在正方体中，，E，F分别为的中点，P是上的动点，则    [image: ]
A. 平面
B. 平面截正方体的截面面积为18
C. 三棱锥的体积与P点的位置有关
D. 过AE作正方体的外接球的截面，所得截面圆的面积的最小值为
【答案】AB
【分析】本题考查了线面垂直的判定，棱锥的体积计算，棱柱与球的位置关，立体几何中的界面问题和空间向量法的应用，综合性较强．
建立空间坐标系，利用向量数量积判断和、AE是否垂直判断A，做出截面梯形，计算面积判断B，根据平面判断C；设外接球的球心为O，过O作，垂足为，则为圆心，为半径的圆是过AE面积最小的截面圆，求出其面积判断D．
解：对于A，以A为坐标原点建立空间坐标系，如图所示：
[image: ]
，则0，，4，，2，
，，
[image: ]，，又，、平面， 
平面，故A正确
对于B，如图取是我中点为G，连接，GE，则且，
可知 ，，，，G，E共面，
则等腰梯形即为截面，
由勾股定理可求得，，，
截面梯形的高为，
截面梯形的面积为，故B正确
对于C，在正方体中，， 平面， 平面，
平面，是 上的动点，
到平面的距离为定值，
故三棱锥的体积与P点位置无关，故C错误
[image: ]对于D，设外接球的球心为O，过O作，垂足为，
则为圆心，为半径的圆是过AE面积最小的截面圆，
则2，，设，，4，，
，解得，则
故截面圆的最小面积为 ，故D错误．故选：AB．
[bookmark: topic_20ef3f0c-f9ee-4533-b79b-75ba1e4c48][image: ]3.已知正方体棱长为2，如图，M为上的动点，平面下面说法正确的是    
A. 直线AB与平面所成角的正弦值范围为
B. 点M与点重合时，平面截正方体所得的截面，其面积越大，周长就越大
C. 点M为的中点时，若平面经过点B，则平面截正方体所得截面图形是等腰梯形
D. 己知N为中点，当的和最小时，M为的中点
【答案】AC
【分析】本题为立体几何综合题，属于拔高题．
对于A，建立空间直角坐标系，设点，求出，从而即可求解．
对于B，当M 与重合时，连接、BD 、、AC，结合线面垂直的性质定理得到平面，是边长为的等边三角形，即可求解其面积和周长，设E 、F 、Q 、N 、G 、H 分别为棱、、、BC 、CD 、的中点，易知六边形EFQNGH 是边长为的正六边形，且平面[image: EFQNGH{ \rm{ / } }{ \rm{ / } } ]平面，求得六边形EFQNGH 的面积和周长，进行比较即可得出结论．
对于C，设平面交棱于点，由解得b，得到点E 为棱的中点，点F 为棱的中点，从而空间中两点间的距离公式即可求解．
对于D，将矩形与矩形延展为一个平面即可推导求解．
解：对于A选项，以点D为坐标原点，DA 、DC 、所在直线分别为x 、y 、z轴建立空间直角坐标系，则点、、设点，
[image: ]
平面，则为平面的一个法向量，且，，
，
所以，直线AB 与平面所成角的正弦值范围为，故A选项正确；
对于B选项，当M 与重合时，连接、BD 、、AC，
在正方体中，平面ABCD ，
平面ABCD ，，
四边形ABCD 是正方形，则，
，平面，平面，
平面，，同理可证：，
，平面，平面，
易知是边长为的等边三角形，其面积为，
[image: ]周长为．
设E 、F 、Q 、N 、G 、H 分别为棱、、、BC 、CD 、的中点，

易知六边形EFQNGH 是边长为的正六边形，且平面[image: EFQNGH{ \rm{ / } }{ \rm{ / } } ]平面，
正六边形EFQNGH 的周长为，面积为，
则的面积小于正六边形EFQNGH 的面积，它们的周长相等，B选项错误；
[image: ]对于C选项，设平面交棱于点，点，，

平面，平面，，即，得，
，所以，点E 为棱的中点，
同理可知，点F 为棱的中点，则，，而，
，[image: ∴EF{ \rm{ / } }{ \rm{ / } }DB ]且，
由空间中两点间的距离公式可得，
[image: ]，，
所以，四边形BDEF 为等腰梯形，C选项正确；
对于D选项，将矩形与矩形延展为一个平面，如下图所示：

若最短，则A 、M 、N 三点共线，
[image: \because CC_{ 1 } { \rm{ / } }{ \rm{ / } }DD_{ 1 } ]，，
，所以，点M不是棱的中点，D选项错误．故选AC．
  
[bookmark: topic_26f5faed-4895-4da8-8b74-892b428fd4]4.在棱长固定的正方体中，点E，F分别满足，，，则    
A. 当时，三棱锥的体积为定值；B. 当时，存在使得B平面EF
C. 当时，点A，B到平面EF的距离相等；D. 当时，总有FE
【答案】ACD
本题考查了空间垂直、平行关系，点、线、面间的距离计算、空间向量的应用，属于中档题．
A、当时，三棱锥的体积等于三棱锥的体积，因为面，所以E到面的距离为定值，可得三棱锥的体积为定值；
B、当时，利用不可能有即可判断；
C、当时，E为线段AB的中点，即可判断；
D、以D为原点，DA、DC、所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立空间直角坐标系，只需证明，可得；
【解答】
解：对于A，当时，三棱锥的体积等于三棱锥的体积，因为面，所以E到面的距离为定值，可得三棱锥的体积为定值，故A正确；
对于B，当时，F为BC的中点，在正方体中，易得平面，
平面，则，所以不可能有，则不存在使得平面，故B错；
对于C，当时，E为线段AB的中点，则点A，B到平面的距离相等，故C正确；
对于D，以D为原点，DA、DC、所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立空间直角坐标系，
则0，，1，，设，则m，，1，，
从而1，，，
，，故D正确；
故选：ACD．A1
C1
B1
M
C
N
B
A
P

【利用空间向量解决探索性问题】

5.如图，已知三棱柱ABC－A1B1C1的侧棱与底面垂直，AA1＝AB＝AC＝1，AB⊥AC，M、N分别是CC1，BC的中点，点P在直线A1B1上，且

（1）证明：无论入取何值，总有AM⊥PN；

（2）当入取何值时，直线PN与平面ABC所成的角θ最大？
并求该角取最大值时的正切值。
（3）是否存在点P，使得平面PMN与平面ABC所成的二面
角为30º，若存在，试确定点P的位置，若不存在，请说明理由。A1
C1
B1
M
B
A
P
x
y
z

解：如图，以A为原点建立空间直角坐标系，则A1（0，0，1），


B1（1，0，1）， M（0，1，），N（，0）


，，

C



（1）∵，∴N


∴无论取何值，AM⊥PN  

（2）∵（0，0，1）是平面ABC的一个法向量。


∴sinθ=|cos<|=




∴当＝时，θ取得最大值，此时sinθ=,cosθ=,tanθ=2


答：当＝时，θ取得最大值，此时tanθ=2


（3）设存在，，设是平面PMN的一个法向量。




则得令x=3，得y=1+2,z=2-2

∴



∴|cos<>|=化简得4


∵△＝100-4413＝-108<0；∴方程（*）无解
∴不存在点P使得平面PMN与平面ABC所成的二面角为30º
[image: ]【立体几何中的作图问题】

6.如图，在以为顶点的多面体中，





，, ∥， ，


，．





（Ⅰ）请在图中作出平面，使得，且∥，并说明理由；


[image: ]（Ⅱ）求直线和平面所成角的正弦值.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
【翻折问题（平面-立体）、最值问题】















7．如图，在边长为4的菱形中，．点分别在边上，点与点、不重合，，．沿将△翻折到△的位置，使平面⊥平面．


（Ⅰ）求证：平面；

（Ⅱ）当取得最小值时，请解答以下问题：

（ⅰ）求四棱锥的体积；





（ⅱ）若点满足，试探究：直线与平面所成角的大小是否一定大于？并说明你的理由．

[image: 理数19]



（Ⅰ）证明：∵　菱形的对角线互相垂直，∴，∴，


∵  ，∴．                           







∵　平面⊥平面，平面平面，且平面，





∴　平面,  ∵  平面，∴　.                                     



∵  ，∴　平面. 


（Ⅱ）如图，以为原点，建立空间直角坐标系.



（ⅰ）设 因为，所以为等边三角形，





故，.又设，则，.




所以，，，故 ，

所以，




当时，. 此时，


由（Ⅰ）知，平面

所以. 


（ⅱ）设点的坐标为，





由（i）知，，则，，，.


[image: ]所以，，

∵，　





∴． ∴，   ∴．    



设平面的法向量为，则．



∵，，∴　，




取，解得：， 所以. 



设直线与平面所成的角， 

∴

．




又∵∴．∵，∴．



因此直线与平面所成的角大于，即结论成立．
【动点、取值范围】







8.如图，[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]在梯形中，，，四边形为矩形，平面平面，.


（I）求证：平面；






（II）点在线段上运动，设平面与平面所成二面角的平面角为，试求的取值范围.

[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]（I）证明：在梯形中， 


∵ ,，



∠＝，∴      

∴ 



∴   ∴　⊥              








∵  平面⊥平面,平面∩平面,平面


∴  ⊥平面                …………………6分





（II）[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]解法一：由（I）可建立分别以直线为的如图所示空间直角坐标系，令，则，

[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]∴     …………8分

设为平面MAB的一个法向量，


由得


  取，则，…………10分

  ∵　是平面FCB的一个法向量
        

 ∴　………12分




 ∵        ∴　当时，有最[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]小值，




 当时，有最大值。   ∴   …………………14分





解法二：①当与重合时，取中点为，连结




[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！] ∵  ,∴  ∴⊥





 ∵　    ∴ ⊥ ∴  ∠=





∵  ⊥   ∴   ∴,

[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！] ∴ 



②当与重合时，过,




连结，则平面∩平面＝,






∵  ⊥，又∵⊥∴  ⊥平面




∴  ⊥平面∴　∠＝




∴　=,∴　=              



[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]③当与都不重合时，令




延长交的延长线于,连结



 ∴　在平面与平面的交线上






 ∵  在平面与平面的交线上 ∴  平面∩平面＝


 过C作CG⊥NB交NB于G ，连结AG，由（I）知，⊥, 又∵AC⊥CN,
∴　AC⊥平面[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]NCB    ∴ AC⊥NB,　又∵　CG⊥NB，AC∩CG=C，

∴　NB⊥平面ACG  ∴AG⊥NB ∴  ∠AGC=


 在中，可求得NC＝，


从而，在中，可求得CG＝


∵　∠ACG＝    ∴　　AG＝

∴   


∵         ∴  

综合①②③得，
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